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Das Skalarprodukt

Kann man Vektoren auch miteinander multiplizieren?

Es sind zwei Arten der Vektormultiplikation definiert. Hier soll es um das sogenannte
Skalarprodukt gehen. Was ist ein Skalar? Ein Skalar ist nichts weiter als eine Zahl, nur
wird im Zusammenhang mit Vektoren der Begriff Skalar bevorzugt, um eine GréBe zu
bezeichnen, welche nur durch einen Betrag gekennzeichnet ist, im Gegensatz zum
Vektor, der uber Betrag und Richtung verfugt.

Das Ergebnis dieser Art von Vektormultiplikation, das Skalarprodukt, ist also ein
Skalar, kein Vektor! Das Skalarprodukt wird aus den Komponenten der Vektoren
folgendermaBen berechnet:

- (a,) (b (O (b
acb=(c;]o(bj=a1b1+ogbz bzw.im R3: = Qeb=|a, |¢| b, [=ab, +a,b, +a,b,
a, ) \b,

Neben der Schreibweise a-b sind auch d-b oder aeb gebrauchlich.
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- Qa= 41 , b=|-2|; Skalarprodukt:acb=| 4 [¢|-2|=2-3+4-(-2)+(-1)-2=-4
- 2 -1 2

Was sagt uns dieses Skalarprodukt, die Zahl —4, nun in Bezug auf die Vektoren?

Das Skalarprodukt ist gleich dem Produkt aus den Betrégen der Vektoren und dem
Kosinus des von diesen eingeschlossenen Winkels:

Gob =|d|-bl - cos «(a,b) (1)

Das kann man zeigen, der Einfachheit halber im R?.

Nach dem Kosinussatz gilt
-~ 2 —2 —2 — —
la-b| =lal +bl —2-|al-|b|-cos «(a,b)

Andererseits lGsst sich der Betrag eines
Vektors aus seinen Komponenten berechnen.

!

TR
|C|—b‘ =(q, _b1)2+(02 _bz)z

=a?+a2 +b?+bZ-2-(ab,+a,b,) ' - X

1o

=5 —2
= ld + bl -2-(ab,+a,b,)

Gleichsetzen der beiden Beziehungen liefert uns

lal-Ibl-cos «(G,b) = ap, +a,b, =asb

Was kdénnen wir nun mit dem Skalarprodukt anfangen? Im Folgenden werden einige
typische Anwendungsfdlle vorgestellt.
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e Berechnen von Winkeln zwischen Vektoren

4 B 2
— Welchen Winkel schlieBen die Vektoren a = [ 1] und b = [—1} ein?
2 -2
Umformen der Gleichung (1) ergibt

cos «(3,5)= 2°D 4241 (- +2-(-2) B _ 1 oo

G ez 2 (2 218 V2
«(a,b) = cos'(1/v/21) ~ 77,4°

e Prifen von Winkeln auf Orthogonalitét (Rechtwinkligkeit)

Bilden die Vektoren aund b einen Winkel von 90°, so heiBBen sie orthogonal zuein-
ander, geschriebend Lb. Da cos90°=0 und damit die rechte Seite der Gleichung (1)
Null wird, reicht es hier aus zu prifen, ob d-b=0.

-3 . 1
- Sind die Vektoren a =[ 6 ] und b ={ 3 ] orthogonal zueinander?
2 -7,5

g 1 S
mb:{g]{ 3 ]z(—S)-1+6-3+2-(—7,5)=0,clsogiltGib.
7,5

e Berechnen orthogonaler Vektoren

— Berechne einen Vektor b der Ldnge 5, welcher orthogonal zu a= (4’5) ist.

-6
o #O—_01ob1_4,50b1_ i) B
Aus a L bfolgt a b—[q} (b ]—[_6] [b =4,5b, +(-6)b, =0

2 2 2

-2
und aus der geforderten Lénge |b| =b? +bZ =25.

Das Gleichungssystem
() 4,5b,-6b, =0
(1) b? +b2 =25

kann z.B. durch Auflésen von (l) nach by und Einsetzen in (1) gelost werden.

2
b,:%bz; (%bz) +b2=25; %bi:%; b, =83 b=4; B=(4)

Eigenschaften des Skalarprodukts

Fur das Skalarprodukt gelten im R" folgende Regeln:

—

1. docb=b-a (Kommutativitdt)
2.d-(b+C6)=d-b+d-c  (Distributivitét)
3.(r-d)eb=r-(d-b) (Assoziativitét fiir die Multiplikation mit Skalaren)
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e Aufgabe 1: Berechne die Skalarprodukte.

a) a=(fa),5=(—72],aoﬁ= b) a{i},ﬁ{%},aosz_

e Aufgabe 2: Trage die Aussagen aus dem blauen Kasten unter den dazugehdrigen
Illustrationen ein. Tipp: Bedenke, dass die Betrdge der Vektoren immer positiv sind und
vergegenwdrtige dir den Verlauf der Kosinusfunktion.

Gob>0 Gob=0  dob<0  Geb=-ldl-|bl G-b=|d-lol

a) b) c) d) e)

A
b

ol

oy

e Aufgabe 3: Sind die folgenden Vektoren jeweils orthogonal zueinander? Ergénze die

Symbole = oder #.
-5) . (0
=3 | b=| 4
6 -2

ol v s

«(a,b) |90° «(ab)| |90° x(a,b) |90°

ol

e Aufgabe 4: Berechne die Winkel zwischen den Vektoren.

q) - (“45) b= (132) #(a,b) = b) = {-;3], b - @ %(Gb) =

e Aufgabe 5: Die drei Punkte A(21-311,5),
B(31112) und C(01-213) bilden ein Dreieck
im R3. Berechne dessen Innenwinkel. Tipp:
Berechne zundchst die Seiten als Vektoren
durch Subtraktion der Ortsvektoren der
Punkte.

a= B= y=
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e Aufgabe 6: Berechne die Koordinaten des FuB-
punkies FC in dem Dreieck, welches durch die
Punkte A(11112), B(51213) und C(31414) im R3

beschrieben wird. Tipp: Driicke den Vektor AFc
als Anteil von AB aus, also AFc =r-AB.
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